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第2讲 二次函数之线段、面积问题

一、 单线段最值问题

一条线段的长度最值问题，通常都是由动点产生的，通过从动点处作垂直等方式与直线或者抛物线相

交，求这个过程产生的某条线段的最值 . 

❓思考：

①动点 在抛物线 上，设 点横坐标为 ，

    则点 坐标可以表示为

②平行于 轴的直线上的点  纵  坐标相同，平行于 轴的直线上的点  横  坐标相同.

③平行于 轴的线段的长度可用两个端点的  纵  坐标之  差  的  绝对值  表示；

    平行于 轴的线段的长度可用两个端点的  横  坐标之  差  的  绝对值  表示 . 

【备注】此外在平面直角坐标系中还可用两点间距离公式表示线段长度

，可在课上进行提问

举个“栗”子

栗子1

（ 1 ）

（ 2 ）

1. ★★★
已知抛物线 的图象与 轴的一个交点为 ，另一个交点为 ，与 轴交于点

，顶点为 ．

求二次函数的解析式和点 的坐标．

若点 是抛物线在 轴下方图象上的一动点，过点 作 轴交线段 于点 ，当

取最大值时，点 的坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

．

【解析】（ 1 ）将 、 代入解析式 ，解得 ，

∴ ．

化成顶点式： ，
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【备注】(2)中表示出 的函数解析式后，要注意好自变量的取值范围（由 在 轴下方，可得

），在求解函数最值时，也要验证对称轴是否在范围内
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（ 2 ）

∴ ．

由 知 ， ，

设 解析式为 ，

，解得 ．

∴ 解析式为 ，

设 ， ，

，

当 时， 有最大值，此时 ．

【标注】【数学思想】分类讨论思想

【题型】题型：二次函数与动点问题

【题型】题型：二次函数一般式

【题型】题型：顶点坐标

【题型】题型：二次函数平移变换

【知识点】二次函数的一般式

【知识点】二次函数的平移

【知识点】二次函数的图象和系数的关系

栗子2

（ 1 ）

（ 2 ）

2. ★★★★
已知抛物线 经过 ， ， 三点．

求抛物线的函数解析式．

如图 ，点 是在直线 上方的抛物线的一点， 于点 ， 轴交 于点

，求 周长的最大值及此时点 的坐标．

图

2021年天津南开区初三中考一模第25题10分

【备注】此题中难点在于表示 的长度，利用特殊直角三角形及 表示 、
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

， ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

依题意，得 ，

将 坐标代入得， ，

解得 ，

∴抛物线解析式为 ．

延长 交 轴于点 ，

∵ ， ， 轴交 于点 ，

∴ ， ，

∵ 于点 ，

∴ ，

∴ 是等腰直角三角形，

∴ ，

设直线 的解析式为 ，

将 ， 两点坐标代入得 ，

解得 ，

∴直线 的解析式为 ，

设 ，

∴ ，

∴ ，

∴当 时， ，

此时 ，

∵ 是等腰直角三角形，

∴ 周长 ，

∴ 周长的最大值为 ，此时 ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题
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二、 面积最值问题

1. 公式法

当三角形底或高在 轴， 轴或在平行于 ，平行于 轴的直线上时，直接利用面积      底 高    

栗子3

3. ★★
如图所示，二次函数 的图象交 轴于 ， 两点，交 轴于 点，则 的面积

为            ．

【答案】

【解析】在 中，令 ，则 ，

解得： ， ．

则 的坐标是 ， 的坐标是 ，

∴ ．

在 中，令 ，则 ．

则 ．

∴ ．

【标注】【知识点】二次函数与面积

2019~2020学年12月山东济南历下区济南燕山学校初三上学期月考第15题

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

4. ★★★★
已知抛物线 与 轴相交于不同的两点 、 ．

求 的取值范围．

证明该抛物线一定经过非坐标轴上的一点 ，并求出点 的坐标．

2017年天津红桥区初三中考二模第25题10分
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当 时，由（ ）求出的点 和点 ， 构成的 的面积是否有最值？若有，求

出该最值及相对应的 值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

且 ．

．

当 时，面积最大为： ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

方法一：（ 3 ）

当 时，函数为一次函数，不符合题意，舍去；

当 时，

∵抛物线 与 轴相交于不同的两点 、 ，

∴ ，

∴ ，

∴ 且 ．

∵抛物线 ，

∴ ，

抛物线过定点说明在这一点 与 无关，

显然当 时， 与 无关，

解得： 或 ，

当 时， ，定点坐标为 ；

当 时， ，定点坐标为 ，

∵ 不在坐标轴上，

∴ ．

．

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，
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方法二：

∴ 最大时， ，

解得： ，或 （舍去），

∴当 时， 有最大值 ，

此时 的面积最大，没有最小值，

则面积最大为： ．

∵ ，

∴ ， ，

∴ ．

∵ ，∴ ，∴ ．

∴ ，∴ ，

∵ 有最小值 ，无最大值，

∴当 时， 有最大值 ，无最小值．

故答案为： ．

【标注】【知识点】二次函数与面积

2. 割补法

①割：

将平面内的几何图形分割成几个可以计算相应线段长度的规则图形，分别利用公式法求每个小块图形的

面积得到该几何图形的面积.

②补：

如图，求 的面积，首先过三顶点做横平竖直的直线围成钜形，用矩形面积减掉其他三个直角

三角形的面积（即采用整体-部分的方法求目标图形的面积）：

   矩   

栗子4

5. ★★★★
如图，在平面直角坐标系中，二次函数 的图象交坐标轴于 ， 两点，

抛物线与 轴相交于点 ，抛物线上有一动点 在直线 下方．

2018年天津武清区初三一模第25题
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（ 1 ）

（ 2 ）

求这个二次函数的解析式．

动点 运动到什么位置时， 面积最大．求出此时 点坐标和 的最大面积．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

当 点坐标为 时， 的最大面积为 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵ ， 在抛物线上，

∴将坐标代入二次函数 ，得 ，

解得 ，

∴所求二次函数解析式为 ．

∵ 点在抛物线上，设 点坐标为 ，

过 作 轴于 点，交 于 点，

∵由 ， ，得直线 解析式为

，

∴ 点坐标为 ，

【备注】解析中给出的铅锤法求面积，但是这道题也可利用割补法进行求解：

–3–3–3 –2–2–2 –1–1–1 111 222 333 444 555

y
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111

OOO x

梯

 



8

∴ ．

∴

，

当 时， 最大值为 ，此时 ，

∴当 点坐标为 时， 的最大面积为 ．

【标注】【题型】题型：二次函数与动点问题

栗子5

（ 1 ）

（ 2 ）

6. ★★★
如图，二次函数 的图像经过点 与 ．

求 ， 的值．

点 是该二次函数图像上 ， 两点之间的一动点，横坐标为 ，写出四边形

的面积 关于点 的横坐标 的函数表达式，并求 的最大值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

取得最大值 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

把点 与 代入抛物线，

，

解得： ， ．

过 作 ，又作 ， ，

∴ ，

2016~2017学年10月天津南开区天津市南开中学初三上学期月考第21题12分
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∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴当 时， 取得最大值 ．

【标注】【知识点】二次函数与面积

3. 铅锤法

如图，过动点 向 轴作垂线，交对边 于点 ，

左图      ；右图      ．

记 ，点 与点 之间横坐标的差值为 ，则      ．

【备注】其实铅锤法求面积也是源于割补思想；上述右图
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栗子6

（ 1 ）

（ 2 ）

7. ★★★
如图，已知抛物线 与一直线相交于 、 两点，与 轴交于点 ，其顶

点为 ．

x

y

O

求抛物线及直线 的函数关系式．

若 是抛物线上位于直线 上方的一个动点，求 的面积的最大值及此时点 的坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵将点 和点 的坐标代入抛物线的解析式得： ，

解得： ， ．

∴抛物线的解析式为 ．

设直线 的解析式 ．

∵将点 和点 的坐标代入得 ，解得 ， ．

∴直线 的解析式为 ．

如图，设点 ，

∴ ，

∴ ，

∴

，

∴当 时， ， ，

∴ ．

2018~2019学年10月天津和平区天津市第一中学初三上学期月考第24题12分

最大
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x

y

O

【标注】【知识点】二次函数与轴对称问题

栗子7

（ 1 ）

（ 2 ）

8. ★★★★
在平面直角坐标系中，将二次函数 的图象向右平移 个单位，再向下平移 个单位，

得到如图所示的抛物线，该抛物线与 轴交于点 、 （点 在点 的左侧）， ，经过点

的一次函数 的图象与 轴正半轴交于点 ，且与抛物线的另一个交点为 ，

的面积为 ．

备用图

求抛物线和一次函数的解析式．

抛物线上的动点 在一次函数的图象下方，求 面积的最大值，并求出此时点 的坐

标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

的面积最大值是 ，此时 点坐标为 ．

【解析】（ 1 ）将二次函数 的图象向右平移 个单位，再向下平移 个单位，得到

的抛物线解析式为 ，

∵ ，

∴点 的坐标为 ，代入抛物线的解析式得， ，

∴ ，

∴抛物线的解析式为 ，即 ，

2019~2020学年天津河西区天津市培杰中学初三上学期期末第25题10分
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（ 2 ）

令 ，解得 ， ，

∴ ，

∴ ，

∵ 的面积为 ，

∴ ，

∴ ，代入抛物线解析式得， ，

解得 ， ，

∴ ，

设直线 的解析式为 ，

∴ ，解得： ，

∴直线 的解析式为 ．

过点 作 轴交 于 ，如图，

设 ，则 ，

∴ ，

∴

，

，

∴当 时， 的面积有最大值，最大值是 ，此时 点坐标为

．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

独步天下
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1

2

3

（ 1 ）

（ 2 ）

9. ★★★
如图所示，在抛物线上选定两点，我们把过这两点的线段和这条抛物线所围成的图形称作抛物线弓

形．

在平面直角坐标系 中，已知抛物线 与直线 相交于点 和点 ， 截得的抛

物线弓形的曲线上有一点 ．

抛物线弓形

当 时，解答下列问题：

求 点的坐标．

连接 ， ，求 面积的最大值．

当 的面积最大时，直线 也截得一个更小的抛物线弓形，同理在这个更小的

抛物线弓形曲线上也有一点 ，连接 ， ，当 的面积最大时，求这个

的最大面积与②中 的最大面积的比值．

将（ ）中 的条件去掉后，其它条件不变，则 的最大面积与 的最大面积

的比值是否变化？请说明理由．

【答案】 1

2

3

（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

．

不变，证明见解析．

【解析】 1

2

3

（ 1 ） 把 代入抛物线解析式得 ，

联立 ，解得 ．

设过点 与 平行的直线为 ，

由 ，得 ，由 ，可得 ，

∴ ，

∴ ，此时 面积最大值为 ．

由②直线 的解析式 ，

设与 平行的直线为 ，

由 ，得 ，由 ，可得 ，

∴ 面积最大值为 ，

2021年天津河西区中考二模第25题10分
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（ 2 ）

∴ 的面积与 的面积的比 ．

不变．

与直线 交点为 和 ，

设过点 与 平行的直线为 ，

由 得 ，由 ，可得 ，

∴ ，

∴ ，此时 面积最大值为 ．

由 ，

设与 平行的直线为 ，

由 得 ，由 ，可得 ，

∴ 的面积最大值为 ，

∴ 的面积与 的面积的比 ．

【标注】【知识点】与函数有关的新定义

三、 由面积求坐标

1. 面积相等问题

面积相等问题实质上就是利用  平行线间距离处处相等  的原理求解 . 

栗子8

（ 1 ）

（ 2 ）

10. ★★★
如图，抛物线 经过 、 、 三点，对称轴与抛物线相交于点 ，

与直线 相交于点 ，连接 ．

x

y

O

求该抛物线的解析式．



15

抛物线上是否存在一点 （不与点 重合），使 与 的面积相等，若存在，求

点 的横坐标；若不存在，说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

存在， ， ， ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

设抛物线解析式为 ．

∴ ，即 ，

∴所求解析式为 ．

∵ ，

∴顶点 的坐标为 ．

①如图，

x

y

O

当点 在直线 上方时，过点 作直线 的平行线交抛物线于点 ，易求直线

的解析式为 ，

∴设直线 的解析式为 ，

∵直线 过点 ，代入求得 ．

∴直线 的解析式为 ．

解方程组 ，得 ， ．

∵点 与 点重合．

∴点 ．

②如图，

【备注】面积相等问题可利用平行线间距离处处相等求解，分两种情况求解：
①过点 作 ； 
②∵ ，∴将 向下平移两个单位，与抛物线的交点即为点
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x

y

O

当点 在直线 下方时，

把直线 向下平移 个单位，交抛物线于点 、 ，

解方程组 ，解得 ， ．

综上所述， ， ， ．

【标注】【知识点】二次函数与面积

2. 面积成比例问题

栗子9

（ 1 ）

（ 2 ）

11. ★★★★

在平面直角坐标系中， 为原点，抛物线 经过点 ，对称轴为直线

，点 关于直线 的对称点为点 ．过点 作直线 轴，交 轴于点 ．

求该抛物线的解析式及对称轴．

抛物线上是否存在点 ，使得 ，若存在，求出点 的坐标，若不存在，请

说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

抛物线上存在点 ，坐标为 或 ，使得 ．

【解析】（ 1 ）∵ 经过点 ,

∴ ，

解得 ，

∴抛物线的解析式为 ，

∵ ，

2019年天津滨海新区初三中考二模第25题10分
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（ 2 ）

∴抛物线的对称轴为直线 ．

∵ ， 轴，

∴ ， ，

∴ ，

又∵ ，

∴ ，

设 点坐标为 ，

如图情况一，作 ，交 延长线于点 ，

∵ ，

∴

，

化简整理得 ，

解得 ， ，

如图情况二，作 ，交 延长线于点 ，交 轴于点 ，

∵ ，

梯形

梯形
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∴

，

化简整理得 ，

解得 ， ，

∴ 点坐标为 或 ，

∴抛物线上存在点 ，使得 ．

【标注】【知识点】根据条件写一次函数解析式


